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Re´sume´ :
Cette e´tude nume´rique porte sur la stabilite´ d’un liquide die´lectrique confine´ entre deux parois ver-
ticales, soumises a` un gradient horizontal de tempe´rature et a` un champ e´lectrique alternatif. La pola-
risation dans le liquide induit une force en volume, la force die´lectrophore´tique, qui peut eˆtre utilise´e
pour controˆler la convection naturelle, et meˆme la cre´er en apesanteur. Dans l’approximation de Boussi-
nesq, nous avons mene´ l’e´tude de la stabilite´ line´aire en incluant comple`tement la re´troaction du champ
e´lectrique sur l’e´coulement. La simulation nume´rique directe en 2d est employe´e pour de´terminer le niveau
de performance du transfert thermique entre les parois (nombre de Nusselt).
Abstract :
We investigate the stability of a dielectric fluid confined between two vertical plates, subjected to a
temperature difference and an ac electric field. The electric body force induces a horizontal force field
which can be used to control natural convection, and create convection in weightlessness condition. The
associated heat transfer enhancement could be of particular interest for aerospace applications. Under
the Boussinesq approximation, we conducted the study of linear stability including complete feedback of
electric field on the fluid flow. The linear stability results are further extended using 2-d direct numerical
simulations. In particular, the Nusselt number is determined to assess the heat transfer performance.
Mots clefs :
Die´lectrophore´tique ; Instabilite´s thermo-e´lectro–hydrodynamiques ; nombre de Nusselt.
1 Introduction
En convection naturelle ordinaire, entre deux parois chauffe´es diffe´rentiellement dans un champ gra-
vitationnel, l’e´coulement du fluide est uniquement provoque´ par les forces de flottabilite´. Par contre en
apesanteur ou` la gravite´ terrestre est nulle, il n’existe pas de convection naturelle. L’un des moyens de
le recre´er est de disposer d’un liquide die´lectrique dont la permittivite´ relative varie en fonction de la
tempe´rature. L’application d’un champ e´lectrique alternatif inhomoge`ne a` un liquide die´lectrique soumis
a` un gradient thermique induit une force die´lectrophore´tique similaire a` la force gravitationnelle. L’inte´reˆt
de notre e´tude est de caracte´riser le couplage entre les effets e´lectro-hydrodynamiques et le transfert ther-
mique dans un fluide incompressible, en pre´sence d’un gradient horizontal de tempe´rature et d’un champ
e´lectrique alternatif, et e´ventuellement de la pesanteur terrestre.
Turnbul [1] a e´tudie´ l’effet de la force die´lectrophore´tique sur la convection de Rayleigh Be´nard dans une
configuration chauffe´e par le bas avec renforcement de la gravite´ terrestre par la gravite´ e´lectrique. Il a
montre´ que les seuils du Rayleigh thermique (Ra) diminuent lorsque le champ e´lectrique augmente. Ainsi,
la force die´lectrophore´tique avait ici un effet de´stabilisateur sur l’e´coulement. Stiles et al. [2] ont e´tudie´
le cas ou` la configuration horizontale est chauffe´e par le haut, la gravite´ e´lectrique e´tant alors a` l’oppose´
1
21e´me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
de la gravite´ terreste. Ils ont montre´ qu’on peut obtenir un transfert thermique optimum en fonction du
Rayleigh thermique applique´.
Il existe tre`s peu d’e´tudes ante´rieures pour le cas d’un liquide die´lectrique dans une ge´ome´trie a` parois
planes et verticales. A l’aide d’une e´tude de stabilite´ line´aire, Takashima et al.[3] ont montre´ que les
instabilite´s apparaissent dans l’e´coulement sous forme de diffe´rents modes : modes critiques stationnaires
et oscillants, selon la valeur du nombre de Prandtl (Pr), de celle du Rayleigh e´lectrique (L), et aussi de
celle du Rayleigh thermique (Ra). Pour de tre`s faibles Ra, ce qui correspondrai a` une gravite´ terrestre
ne´gligeable, ils ont obtenu inde´pendamment de Pr une valeur critique Lc=2128.7. Suivant les conditions
terrestres, et pour L<Lc, ils ont montre´ que le champ e´lectrique a un effet limite´ sur les instabilite´s
observe´es usuellement en convection naturelle. Au dela` de Lc, il apparaˆıt un couplage complexe entre les
effets die´lectrophore´tiques et les me´canismes d’instabilite´s thermo-hydrodynamiques. Ceci a e´te´ ve´rifie´
par Smorodin [4] qui montre l’apparition d’un nouveau mode critique pour L>Lc. Toutefois, l’effet de
la re´troaction du champ e´lectrique sur la tempe´rature n’a pas e´te´ comple`tement prise en compte dans
ces travaux, et la caracte´risation du transfert thermique restait a` re´aliser. Dans notre pre´sent travail,
nous prenons en compte, dans l’approximation de Boussinesq, l’ensemble de la re´troaction du champ
e´lectrique sur l’e´coulement du fluide, aussi bien pour l’e´tude de stabilite´ line´aire que pour l’e´tude de
simulation nume´rique directe (DNS), qui donne acce`s a` la caracte´risation du transfert thermique et au
nombre de Nusselt.
Dans la premie`re section, nous pre´senterons les e´quations ge´ne´rales de l’e´coulement du fluide. L’e´tude
de la stabilite´ line´aire avec ses re´sultats seront pre´sente´s dans la section suivante, ensuite suivront les
re´sultats obtenus en DNS, et nous terminerons par une conclusion.
2 Formulation du proble`me
Le liquide die´lectrique de conductivite´ e´lectrique σ est confine´ entre deux parois rigides planes et
paralle`les, soumis a` un potentiel e´lectrique φ et a` un gradient horizontal de tempe´rature. L’e´coulement
du fluide est suppose´ bidimensionnel dans le plan (x, z).
Fig. 1 – Configuration ge´ome´trique
Sous l’effet du champ e´lectrique, la polarisation dans le liquide induit une force en volume dont
l’expression par unite´ de volume est [5] :
fe = ρeE− 1
2
E2∇+∇
[
1
2
ρ
(
∂
∂ρ
)
E2
]
(1)
ou` E repre´sente le champ e´lectrique, E sa moyenne quadratique, ρe la densite´ de charges e´lectriques
libres, ρ la masse volumique et  la permittivite´ du liquide die´lectrique.
Le premier terme de l’e´quation (1) repre´sente la force e´lectrophore´tique, le second terme la force die´lectro-
phore´tique, et le dernier terme l’e´lectrostriction. Celui-ci est le gradient d’une fonction scalaire qui sera
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introduit dans le terme de pression des e´quations de Navier Stokes. La permittivite´ du liquide die´lectrique
sera approche´e par une loi line´aire en fonction de la tempe´rature, a` la manie`re de l’approximation de
Boussinesq : (T ) = 1 (1− e(T − T0) ), avec e le coefficient de variation de la permittivite´, et 1 = (T0).
Pour un champ e´lectrique alternatif applique´ avec une e´chelle de temps plus petite que le temps de
relaxation e´lectrique τe=/σ, les charges libres n’auront pas le temps de s’accumuler (ρe=0). τe e´tant
typiquement long, cette condition est peu contraignante et par conse´quent la force die´lectrophore´tique
est le terme dominant de (1) et les valeurs rms sont employe´es pour E et φ [6] .
Cette force die´lectrophore´tique peut aussi eˆtre exprime´e comme une gravite´ e´lectrique, et elle peut eˆtre
a` l’origine de mouvements de convection dans le liquide :
ge =
e
ρα
∇
(
1E
2
2
)
(2)
ou` α repre´sente le coefficient d’expansion thermique du liquide die´lectrique.
Les e´quations de l’e´coulement suivant l’approximation de Boussinesq sont alors l’e´quation de continuite´,
l’e´quation de la quantite´ de mouvement, l’e´quation de conservation de l’e´nergie et l’e´quation de Gauss-
Maxwell : 
∇ ∙V = 0
∂V
∂t
+ (V ∙∇ )V = −∇π + νΔV − α (T − T0) g + 1e
2ρ0
(∇φ)2∇T
∂T
∂t
+ (V ∙∇)T = κΔT
∇ ∙
[
(T )∇φ
]
= 0
(3)
Avec π = P − 1
2
ρ
(
∂
∂ρ
)
E2 − ρ0gz, ν = μ/ρ0 la viscosite´ cine´matique et, κ = k/ρ0cv, la diffusivite´
thermique du fluide. Ces e´quations sont comple´te´es par les conditions aux limites de la ge´ome´trie :
u(x = ±d/2) = w(x = ±d/2) = 0
T (x = −d/2) = T1, T (x = +d/2) = T2
φ(x = −d/2) = φ0, φ(x = +d/2) = 0
(4)
3 Etude de la stabilite´ line´aire
Pour l’e´tude de stabilite´ line´aire, on conside`re que les parois planes verticales sont infiniment grandes,
de rapport d’aspect Γ=(H/d)→∞. L’e´tat de base de l’e´coulement du fluide est conside´re´ stationnaire,
paralle`le a` l’axe (Oz), avec Wb =Wb(x), Tb = Tb(x) et φb = φb(x). Ces hypothe`ses applique´es au syste`me
(3) avec les conditions aux limites (4) donnent les solutions de l’etat de base :
Wb =
αgβ
6ν x
(
x2 − d24
)
, Tb = −βx+ T0
φb =
φ0
log
(
1−eβd/2
1+eβd/2
) log [ 1 + eβx
1 + eβd/2
]
, Eb = − eβφ0
log
(
1−eβd/2
1+eβd/2
) 1
(1 + eβx)
(5)
avec β =
T1 − T2
d
, et T0 =
T1 + T2
2
. La gravite´ e´lectrique se de´duit du champ e´lectrique Eb :
ge = −1e
4β3φ20
ρ0α
1[
log
(
1−eβd/2
1+eβd/2
)]2 1(1 + eβx)3 , (6)
et on note que ‖ge(x = −d2 )‖ > ‖ge(x = d2 )‖ ; ge est donc plus intense au voisinage de l’e´lectrode chaude
et est dirige´e vers le sens de Eb croissant, i.e. vers la paroi chaude.
On ajoute a` l’e´tat de base des perturbations infinite´simales de u
′
,w
′
,π
′
,T
′
,et φ
′
. Apre`s la line´arisation
des e´quations, les perturbations sont de´veloppe´es en modes normaux est+iqz avec s=σ + iω, le taux de
croissance de l’amplitude du mode normal, et q le nombre d’onde. On obtient les e´quations suivantes ou`
(U ,W ,Π,θ,Φ) repre´sentent les amplitudes des modes normaux des perturbations, D=d/dx, la de´rive´e par
rapport a` x, H = D2 − q2 et FB=B/log [(1−B/2)/(1 +B/2)] :
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
DU + iqW = 0 (7a)
sU =
(
H− iqW˜b
)
U −DΠ + L
2BF2
B
Pr
(
Dφ˜b
)2
Dθ +
L
BF2
B
Pr
Dφ˜bDT˜bDΦ (7b)
sW = −DW˜bU +
(
H− iqW˜b
)
W − iqΠ +
[
Gr +
L
2BF2
B
Pr
iq
(
Dφ˜b
)2 ]
θ (7c)
sθ = −DT˜bU +
(
Pr
−1H− iqW˜b
)
θ (7d)[(
1 + Bx
)
H− BDT˜bD
]
Φ− B
(
D
2
φ˜b +Dφ˜bD
)
θ = 0 (7e)
Ces e´quations ont e´te´ adimensionne´es avec d comme longueur caracte´ristique, d2/ν pour le temps, ν/d
pour la vitesse, φ0 pour le potentiel e´lectrique et δT pour la tempe´rature. Les parame´tres de controˆle sont
le nombre de Rayleigh thermique : Ra=
αgδTd3
νκ
, le nombre de Rayleigh e´lectrique base´ sur la gravite´
e´lectrique de´finie a` x=0 : L=
1φ
2
0B
4
ρ0νκ
[
log
(
1−B/2
1+B/2
)]−2
, et l’e´cart de tempe´rature adimensionne´ par le
coefficient de variation de la permittivite´ : B=eδT .
Les e´quations de l’e´coulement e´tant comple`tes, on remarque l’apport de B pris en compte, et e´galement
les perturbations de tempe´rature qui re´troagissent sur le potentiel e´lectrique (7e).
Les conditions aux limites de la ge´ome´trie pour les perturbations de u
′
,w
′
,π
′
,T
′
, et φ
′
sont :
U = W = T = Φ = DU = 0 a` x = ± 1
2
(8)
Les e´quations aux valeurs propres (7a)-(7e) sont discre´tise´es et re´solues compte tenu des conditions
aux limites (8) par le logiciel d’e´le´ments finis Comsol Multiphysics 3.5, avec un maillage re´gulier de
960 e´le´ments P2. On obtient par appels au solveur femeig les courbes de stabilite´ marginales (σ = 0),
desquelles sont de´duits les parame`tres critiques (Rac, qc) pour chaque L applique´, pour une large gamme
de valeur de Pr. Nous pre´sentons ici certains des re´sultats obtenus pour les seuils de Rac et ωc en fonction
de L, avec qc∈[0.5, 3.5].
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Fig. 2 – Variation de Rac en fonction de L pour
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Fig. 3 – Variation de ωc en fonction de L pour
B=0.022 et quelques valeurs de Pr
Si L=0, on retrouve le proble`me de thermique pur ou` de nombreux auteurs ont de´montre´ que Rac ne
de´pend que de Pr, et que les instabilite´s sont gouverne´es par le mode hydrodynamique (MH) stationnaire
(ω = 0) provenant du cisaillement de l’e´tat de base pour Pr<11.561, et le mode thermique (MT) oscillant
(ω 6= 0) duˆ aux fluctuations de tempe´rature pour Pr>11.561. Si Ra=0 (apesanteur), toutes les branches
du mode e´lectrique (ME) apporte´ par l’effet die´lectrophore´tique tendent vers une valeur critique fixe
inde´pendante de Pr : Lc(Ra=0)=2128.7 [3] qui est plus e´leve´e [7] que la valeur critique de 1708 obtenue
pour l’instabilite´ de Rayleigh-Benard. Pour chaque Pr, il existe un couple (L∗, Ra∗), correspondant a` la
rencontre de deux modes critiques : les modes hydrodynamique et e´lectrique si Pr<11.561, et les modes
thermique et e´lectrique pour Pr>11.561, et ceci a` l’exception d’un “point triple” observe´ a` Pr = 12.4542,
ou` les branches des trois modes hydrodynamique thermique et e´lectrique se coupent en un seul point.
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Lorsque L<Lc(Ra=0), il n’existe pas de mode e´lectrique, l’e´coulement vertical est stable pour Ra<Rac ; les
seuils des modes hydrodynamique et thermique diminuent sous l’effet de´stabilisateur du champ e´lectrique.
Au dela` de Lc(Ra=0), l’e´coulement de´marre instable avec l’apparition du mode e´lectrique dont la nature
stationnaire ou oscillante de´pend de Pr, L, Ra et B. Sous l’effet du champ e´lectrique croissant, les seuils
des modes hydrodynamique et thermique diminuent, tandis que ceux du mode e´lectrique sont repousse´s
et augmentent jusqu’au point de raccordement avec les modes hydrodynamique ou thermique selon Pr.
La prise en compte comple`te de B dans ce travail montre un effet sur les fre´quences critiques des
modes hydrodynamique, thermique et e´lectrique. En particulier le mode hydrodynamique, pre´ce´demment
rapporte´ comme e´tant stationnaire meˆme pour L 6= 0, c.f.[3], pre´sente en fait des fre´quences critiques qui
augmentent pour L croissant (Fig.3) : ωc part de valeurs quasiment nulles a` de faible L pour atteindre
un maximum comparable a` l’inverse du temps caracte´ristique de diffusion visqueuse τν au point de
raccord (L∗, Ra∗). Pour Pr<12.4542, les fre´quences des modes e´lectrique et hydrodynamique augmentent
jusqu’au point de raccord ou` elles ont des valeurs similaires. Au dela` du point triple, la fre´quence du mode
e´lectrique croˆıt et celle du mode thermique, caracte´rise´ par des fre´quences e´leve´es, de´croˆıt jusqu’au point
de raccordement avec le mode e´lectrique.
4 Simulation nume´rique directe
Nous avons e´tudie´ les instabilite´s die´lectrophore´tiques dans la configuration de la figure 1 pour un
grand rapport d’aspect Γ=114 et pour B=0.03. Le syste´me d’e´quations (3) avec les conditions aux
limites (4) est discre´tise´ par la me´thode des e´le´ments finis et re´solu sur Comsol a` l’aide du solveur
femtime. Nous avons opte´ pour des e´le´ments P2 sur un maillage re´gulier forme´ de 7600 rectangles de
coˆte´ Δx=0.1 suivant x et Δz=0.15 suivant z. La convergence des calculs a e´te´ ve´rifie´e par un raffinement
du maillage. Les conditions initiales de la vitesse, la tempe´rature et le potentiel e´lectrique sont nulles.
Losrque L<Lc, l’e´coulement est caracte´rise´ par une unique cellule de recirculation ou` les particules fluide
ont un mouvement stable, ascendant le long de la paroi chaude et descendant le long de la paroi froide
(Fig.4). A partir de Lc, l’apparition de rouleaux convectifs (Fig.5) de taille comparable au gap favorise
le transfert de chaleur dans la cavite´.
Fig. 4 – Zoom en bas, au milieu et en haut de
w pour Ra=1000, L=2500<Lc, Pr=1
Fig. 5 – Zoom en bas, au milieu et en haut de u
pour Ra=1000, L=3500>Lc, Pr=1
Le nombre de Nusselt Nu va permettre de quantifier le niveau de performance du transfert thermique
dans la cavite´. Il repre´sente le rapport du flux total convectif sur le flux conductif de l’e´tat de base. Nu
est e´value´ en conside´rant tout d’abord l’effet du chauffage sur le transfert thermique en pre´sence d’un
champ e´lectrique alternatif (Fig.6), puis l’effet du champ e´lectrique sur le transfert thermique en pre´sence
d’un gradient horizontal de tempe´rature (Fig.7)
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Fig. 7 – Nu=f(Ra) pour Pr=1 et 4 valeurs de L
Sous l’effet du chauffage croissant (Ra croissant), on constate qu’il faut aller a` des L plus grand pour
de´stabiliser l’e´coulement. Ne´anmoins, l’effet du champ e´lectrique conduit a` un Nu significatif lorsque Ra
augmente (Fig. 6). Pour Ra=0, l’e´tat de base ne pre´sente pas de grande cellule de convection et est donc
strictement un e´tat conductif, et par conse´quent Nu=1 jusqu’a` l’apparition des instabilite´s. Par contre si
Ra 6=0, il existe un e´tat de base caracte´rise´ par une grande cellule de recirculation qui accroit le´ge`rement le
transport de la chaleur dans la cavite´ par convection (Nu&1), jusqu’a` apparition des rouleaux convectifs
a` L>Lc.
L’effet du champ e´lectrique croissant sur l’e´coulement de convection naturelle (Fig. 7) augmente le trans-
fert thermique. On retrouve les seuils de Rac de´termine´s en stabilite´ line´aire, avec l’apparition du mode
e´lectrique illustre´ Fig. 7 pour L=3000>Lc(Ra=0), ou` l’e´coulement de´marre instable avec un Nu croissant
en fonction de L car les instabilite´s sont gouverne´es par le mode e´lectrique. Ensuite, lorsque Ra aug-
mente, l’e´coulement devient stable et est caracte´rise´ par la grande cellule de recirculation dont le Nu
correspondant est le´ge`rement supe´rieur a` l’unite´. Pour de grandes valeurs de Ra, il apparaˆıt le mode
hydrodynamique dont l’apport au transfert thermique reste infe´rieur a` celui du mode e´lectrique. Ceci
montre l’inte´reˆt de la force die´lectrophore´tique pour obtenir un meilleur transfert thermique dans une
cavite´ verticale a` faible valeurs de Ra.
5 Conclusions
Nous avons mene´ une e´tude de stabilite´ line´aire et des simulations nume´riques directes (DNS) de l’ef-
fet de la force die´lectrophore´tique sur la convection naturelle dans une cavite´ verticale diffe´rentiellement
chauffe´e. La prise en compte plus comple`te de la re´troaction du champ e´lectrique sur le fluide, contrai-
rement aux e´tudes pre´ce´dentes, montre un effet important sur la fre´quence du mode hydrodynamique
puisque celui-ci n’est pas stationnaire contrairement aux pre´dictions ante´rieures. Nous avons montre´ l’effet
de´stabilisateur du champ e´lectrique sur l’e´coulement. Par les calculs DNS, nous retrouvons les re´sultats
de stabilite´ line´aire et observons que le nombre de Nusselt augmente de manie`re importante avec l’effet
de´stabilisateur du champ e´lectrique. La force die´lectrophore´tique permet d’accroˆıtre le transfert dans une
cavite´ verticale, en particulier aux faibles valeurs du nombre de Rayleigh.
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